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Capitulo

Motivacion

“La mente intuitiva es un
regalo sagrado y la mente
racional una sirviente fiel.
Hemos creado una sociedad
que honra a los sirvientes y
que ha olvidado los regalos.”

— Albert Einstein
(1879-1955)

El célculo tensorial no es solo una rama avanzada de las matematicas o la puerta
a comprender otras como la topologia, geometria diferencial o la relatividad general.
Es una herramienta que proporciona una comprensién mucho mas profunda en temas
que pueden ser complejos. Adicional a esto, el lenguaje que nos proporciona simplifica
y eleva la elegancia con la que la matematica se presenta en el universo.

Algunas de las motivaciones principales por las que el calculo tensorial es relevante,
no solo como herramienta matematica sino en aplicaciones directas pueden ser las
siguientes:

1. Teoria general de la relatividad:

= En la teoria desarrollada por Einstein, los tensores son el lenguaje usual
con el que se describen gran parte de universo, en este caso la descripcion
de la curvatura del espacio-tiempo, el tensor de Riemmann o incluso el
tensor métrico que permea gran parte de la matematica avanzada y con el
cual podemos lograr generalizaciones incluso para operadores diferenciales.
Los mismo que estan presentes en calculo de varias variables.

2. Mecéanica de sélidos:

= En la teoria de la elasticidad, el uso de tensores es crucial para la repre-
sentacion de las deformaciones y tensiones en materiales. Podemos ejem-
plificar esto por medio del tensor de tensién y el de deformacion.

3. Mecanica de fluidos:
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= En casos para los que se necesita una descripciéon de las fuerzas internas pa-
ra la dinamica de un fluido, el tensor de estrés de Cauchy es el responsable
de esta definicién ([T¢]ay:)-

4. Electromagnetismo

= Esta es una teoria sumamente hermosa por la forma compacta y simétrica
con la cual se describe la naturaleza de la luz. Esto se logra usando la
simplicidad del tensor de campo electromagnético (F*") logrando no solo
lo anterior sino también elegancia en su expresiéon matematica.

5. Geometria diferencial:

» El cdlculo tensorial resulta ser fundamental como herramienta matematica.
En este caso permite describir propiedades geométricas intrinsecas de las
variedades diferenciales.
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Capitulo

Topicos tensoriales

“No todo lo que es oro reluce,
ni toda la gente errante anda
perdida”

— J. R. R. Tolkien

El concepto de tensor surge de la necesidad de extender las ideas de vectores y ma-
trices a situaciones atin mas generales, incluida la necesidad de adicionar dimensiones
para estas situaciones. Los primeros desarrollos para llegar a lo que conocemos como
calculo tensorial se remonta al trabajo de dos matematicos italianos Gregorio Ricci-
Curbastro y su estudiante Tullio Levi-Civita. Esto bajo la necesidad de tener una
herramienta para la geometria diferencial, resultando ser esencial para la formulacion
de la teoria de la relatividad general de Albert Einstein.

2.1. Espacio N-dimensional

Tenemos la nociéon del espacio 3-dimensional que resulta ser muy comodo y usual
para los calculo matematicos. Sin embargo bajo la necesidad de expandir el concepto
de dimension llegamos al espacio N-dimensional Fy para el cual solo definimos un
grupo de N variables z*,7 = 1,2, 3, ...N, relativos a un punto P(z%) € Ey, relacionado
a un sistema de coordenadas X°.

Este espacio Ey se llama espacio afin, y este esta relacionado directamente con
la nocién de distancia entre dos puntos, lo que nos lleva a la definicion de métrica del
espacio.

2.2. Notacion de Einstein

En el célculo de expresiones complejas en términos de sus elementos, resulta con-
veniente hacer de la notaciéon no solo elegante sino también simple. Albert Einstein
introdujo una notacién que nos permite abreviar la escritura de las sumatorias, su-
primiendo el simbolo.
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Definicién 2.1: Convenio de suma

ada una expresion lineal en R™ en la que se escriben todos sus términos en forma
explicita:

w = aw' + aw® + azw® + ... + a,w"

Lo que se puede reescribir en términos de la sumatoria como
n .
o)
Z a;w
J=1

la finalidad de la nueva notacion es simplemente escribir la expresién anterior de
la siguiente forma evitando usar el simbolo de suma, es decir.

w = ayw' + asw? + azw® + ... + aw" = a;w’

Ejemplo 2.1: Simplicidad y elegancia

Usar la notacion Einstein para reescribir estas dos expresiones.

ds® = g1y (dx1> 922 (dx2>2 + g3 (da:3)2

3 3
ZZ Gpgda?dx?

Usando la notacion, las dos expresiones anteriores toman la siguiente forma.

ds® = gkkdxkdxk

Gpgdx?dx?

2.3. Tensor

Una definicién técnica de tensor es la siguiente

Definicién 3.1: Tensor

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Un tensor de tipo (7, s) sobre V' es
una aplicacion multilineal 7 : V* x V* x -+ - x V*x V xV x--- xV — K, donde
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V* denota el espacio dual de V', que satisface ciertas propiedades de simetria y
antisimetria en sus argumentos.

En otras palabras, un tensor es la generalizacién de objetos matematicos familiares
como lo son los escalares, vectores y matrices en multiples dimensiones y sistemas
coordenados.

2.4. Rango

Se denomina el rango de un tensor S al niimero de grados de libertad que este
posee en forma de indices.

Ejemplo 4.1: Clasificaciones

Clasificaciones de objetos matemaéticos

= Los tensores de rango 0 son los escalares, pues solo es una componente.

= Los vectores S; son tensores de rango 1, pues tienen un tnico grado de
libertad y n componentes.

= Los tensores de rango 2 pueden verse como matrices y las representamos
de esta forma Sj;.

2.5. Delta de Kronecker y simbolo de Levi-Civita

Definicion 5.1: Delta de Kronecker

El delta de Kronecker, denotado como 9;;, es una funcién que toma dos indices,
1y j,y devuelve 1 si © = j y 0 en caso contrario. Mateméaticamente, se define

como:
1 sii=j,
5z’j:{ C
0 sii# 7.

Ejemplo 5.1: Uso

Este tensor presenta simetria, es decir §;; = 0;;. La delta de Kronecker es el
tensor identidad. Podemos usar el tensor como un operador lineal en desarrollos
algebraicos, tales como
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outy _ Oat
Oxi F T O

Sijéik k= Skjuk = Sj

Definicién 5.2: Simbolo de Levi-Civita

1 simbolo de Levi-Civita, denotado como €5, es un simbolo tensorial completa-
mente antisimétrico en sus indices. Se define como:

1 si (4,4, k) es una permutacion par de (1,2, 3),
€k = —1 si (4,7,k) es una permutacién impar de (1,2, 3),

0 si dos 0 més de los indices son iguales.

El simbolo de Levi-Civita es fundamental en muchas areas de las matematicas y
la fisica, como la teoria de la relatividad, la mecénica cuantica y el analisis vectorial.

Ejemplo 5.2: Identidad vectorial

Demostrar la siguiente identidad vectorial

Demostracion:
- 0
0A 0B,
= EzjkBka_xj + EijkAja_xi
0A; 0B,
Bkeijk ErS Aieijka_xi

Ejemplo 5.3: Identidad vectorial

Demostrar la siguiente identidad vectorial

V x (¢Ve) =0

Pégina 12



Topicos tensoriales Rudimentos célculo tensorial

Demostracion:

[V X (oVp)]; = €iji aa [Vl

_ . 0 8@
kO, Oz, 8:Bk

dp D¢
7€zjka a Zh
=0

+90€zjka a T

Vemos entonces la elegancia y potencia de usar la notacién de suma de Einstein
al igual que usar el simbolo de Levi-Civita. Simplifica los calculos en muchos casos
donde hacerlo usando coordenadas rectangulares puede ser un suplicio.

2.6. Ley de transformacion

La ley de transformacion covariante y contravariante muestra como las compo-
nentes de un tensor covariante y contravariante cambian al pasar de un sistema de
coordenadas a otro.

La representacion de un tensor en un sistema coordenado se denota por la posicion
en la cual se ponen los indices. En este caso tenemos dos maneras de expresar esto
por medio de dos tipo de componentes.

2.6.1. Tensores covariante

Un tensor covariante es una entidad matematica que transforma segiun la ley de
transformacién covariante. Es decir.

2.6.2. Tensores contravariante

Un tensor contravariante es una entidad mateméatica que transforma segin la ley
de transformacion contravariante. Es decir.

Estos casos se pueden extrapolar para el caso donde tenemos tensores covariantes
y contravariantes. Estos se denominan mixtos y al igual que los anteriores pueden ser
de mayor rango. En el siguiente ejemplo serd de rango 2 y transforma de la siguiente
manera.
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5?:@%[ k
I Oxk oz

Ejemplo 6.1: Tensor mixto

Escribir la ley de transformacion para el siguiente tensor: S]z,g

Para este caso tenemos que la ley de transformacién de las coordenadas X°
a X' es la siguiente.

op 0T 027 02F

T xt 9za Oz Ik

2.7. Operaciones

2.7.1. Multiplicaciéon de un tensor por un escalar
Esta multiplicacion nos provee nuevamente un tensor como resultado, cuyas com-
ponentes son las mismas del original multiplicadas por el escalar.
Sijk = Tk

esta ultima representacion es de utilidad para demostrarlo usando la ley de trans-
formacion que vimos anteriormente para tensores covariantes.

2.7.2. Adicién y sustraccion

La adicion y sustraccién de tensores del mismo rango (orden), nos da como resul-
tado un mismo tipo de tensor con el mismo orden. Por ejemplo tenemos el caso de
un tensor mixto:

k _ pnk k
Sk = D + Bk

La suma o sustraccion anterior de dos tensores mixtos nos da como resultado un
tensor mixto de tercer orden, dos veces covariante y una contravariante.

2.7.3. Contraccion de indices

La contraccion de indices en un tensor se da cuando dos de los indices de este
son iguales, uno covariante y otro contravariante. Esto hace que el orden del tensor
se vea reducido en el orden. Por ejemplo el tensor Sfjl podemos contraer el indices [
y 7, como resultado tenemos:
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il qki _ Qk
Sil = 5k = g

2.7.4. Producto externo de tensores

El producto externo de dos tensores nos provee un nuevo tensor, el cual tiene un
orden que es igual a la suma del orden de los dos anteriores. Por ejemplo el tensor
Sk con orden (p,q) y el tensor M7 con orden (u,v). Tenemos entonces que el

producto AF-m = Sk M-l™ lo que nos da un orden (p + u,q + v). El orden del

ij...18
tensor estda dado por la suma de estos dos indices.

2.7.5. Producto interno de tensores

El producto interno de dos tensores estd definido como un tensor obtenido después
de la contraccién de el producto externo de estos tensores. Sea A;; y Bl con el

l

producto externo Fj; = A;; Bl que nos da como resultado un tensor de orden 4. Si

contraemos los indices [ y & nos da el producto interno P}, = A;;Bf = P;.

2.7.6. Ley del cociente

Esta la ley nos permite verificar si un grupo de funciones de un sistema coordenado
X' tiene caracteristicas tensoriales. Esta aplicacién nos sirve para comprobar que un
objeto tiene naturaleza tensorial.

Definimos el objeto A(i, j, k) compuesto de 27 funciones definidas en el espacio
Ey. Usando la definicién del producto interno y aplicando la definicién de la ley de
transformacién vemos que.

0z 931 .. O 0T

BPl = RBY — 2 A(i, 4, k)T*
ozt OxJ Ozt Ox7 (1,7, k)
Ahora como -
x —
Tk —
ox”
Por sustitucion tenemos
_ 0zP 0z Oz* -
qu - A ), ] k' TT
a7 o oz oK)

En un nuevos sistema coordenado el tensor esta dado por
BPT = A(p,q,7)T"
Se sigue por sustitucién que:

- oxP 0T 0% _
A(p7Q7T) - 8$Z%8i‘TA(Z,j’k) T"=0
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Como T" es un vector arbitrario, se sigue que.

. oxP 0z 0% . .
A(p7 q, 7’) = (9x’ @aﬂ A(Z7j7 k)

Lo que nos da que A(i, j, k) es de naturaleza tensorial de orden 4. Y la anterior
es la ley de transformacion de la misma. Contravariante de orden 3 y covariante de
orden 1.

2.8. El Tensor Métrico

El tensor métrico es una herramienta fundamental en la teoria de la relatividad
general y en la geometria diferencial. Se denota comtinmente por g,, y proporciona
una manera de medir distancias y angulos en un espacio plano y con curvatura.

2.8.1. Definicién

El tensor métrico g,, es un objeto matematico que nos permite obtener una des-
cripcion del sistema coordenado o de la variedad diferencial. Sus componentes des-
criben las longitudes y los dngulos entre los vectores base. En coordenadas locales, se
expresa como:

ds? = Guv dat dx”

donde ds es el elemento de longitud (intervalo) y dz* son los diferenciales de las
coordenadas.

2.8.2. Propiedades del Tensor Métrico

1. Simetria: El tensor métrico es simétrico, es decir, g, = guu-

2. Invertibilidad: Existe un tensor inverso g"” tal que g,,g"* = 4, donde 0/, es el
delta de Kronecker.

3. Signatura: La signatura del tensor métrico (el signo de sus autovalores) define
la naturaleza del espacio. En relatividad general, la métrica tiene una signatura
(—+++H)o(+——).

4. detg,, = g # 0, g,, no es singular.

5. ds* = g, dz* dx” es invariante bajo el cambio de sistema coordenado.
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2.8.3. Ejemplos de Tensores Métricos

Métrica de Minkowski

En la relatividad especial, el espacio-tiempo plano esté descrito por la métrica de
Minkowski:

-1 0

0

1

0

_ o O O

0
Nuww = 0
0

5 OO~ O

Esta métrica se utiliza en el espacio-tiempo plano y tiene la signatura (— + ++). El

intervalo se escribe como:

ds? = —dt* + da? + dy* + d2*

Métrica de Schwarzschild

Para un espacio-tiempo alrededor de una masa esféricamente simétrica no rotante,
se utiliza la métrica de Schwarzschild:

1
ds? = — (1 _ QCiM) a2 + (1 _ 22M> dr? + 12 92

donde d2? = df? + sin? 0 d¢? es el elemento de longitud en una esfera de radio 7.
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Capitulo

Derivada covariante

"Si te dan un papel pautado,
escribe por detras.”

—Ray Bradbury, Fahrenheit
451

3.1. Simbolo de Christoffel

El simbolo de Christoffel, también conocido como conexion de Levi-Civita, es una
herramienta fundamental en la geometria diferencial y la relatividad general. Describe
como los vectores cambian a lo largo de una curva en un espacio curvado y es esencial
para definir la derivada covariante.

3.1.1. Definicion

Con respecto a una sistema de coordenadas X?, podemos ver que el diferencial

total de el vector de posicién r:
dr =r;dx’

Por medio de esta definicion, podemos establecer que los vectores de un sistema de
coordenadas curvilineas tiene la forma:

gi =1,
Aplicando la derivada a la expresiéon anterior llegamos a que
_0x) 0!
= 0wt o7k oz
Definimos entonces la siguiente variedad
M 9at 0k 0!

Lo anterior se conoce como el simbolo de chritoffel de segunda especie.

19
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Haciendo un tratamiento algebraico y tras muchos calculos, podemos llegar a la
definicién del simbolo de Christoffel de primera especie.

1
(gpz i + gkz,p gip,k)

Lok = 5

3.1.2. Ley de transformacion del simbolo de primera especie

~ Sea I'p,, definido en el sistema de coordenadas X ly I_‘Z'j’k expresado en el sistema
X? ahora usando la definicién del simbolo de primera especie, podemos llegar a que
la ley de transformacién tiene la siguiente forma.

- OxP Ox? Ox" N O%aP Ot
ijk = A= Aa=: A% o T 99 3= A= A=%
/ o0zt 03 ox+ M P 9xi0z7 Ox*
Vemos entonces que por medio de la tltima ecuacion por el hecho de tener un
ino adicional 1 Dav 02t 1165 di 1 simbol d 1
termino adicional como lo es g,,-=+= 2% nos dice que el simbolo no es de naturaleza
) Pq 9zroxI 0%
tensorial.

3.2. Identidad de Ricci

Una manera de ayudarse con el calculo de expresiones es usando la definiciéon de
las identidades de Ricci que se calculando por medio del simbolo de primera especie.

Agjk

8:; = Ljik + Dhi;

99i; _ Agjk . —T..
oxk Ozt kg ok

Estas dos identidades se usan para simplificar calculos.

— R

Si T y gy son las componentes de un tensor simétrico y el tensor métrico,
respectivamente. Mostrar que

99
Tjkl—\z *T]k J
ik ort
con la identidad de Ricci
Oa.

ag]f = Ljig + Dhij

0 1 .

2T]k ag:;zk - ETM (Ljik + Dhiy)
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1, 09, »
—TIRZ2E — ik
2 Ox? TRk

3.2.1. Propiedades
1. Simetria en los indices inferiores:
P
F/w - Fvu

Esto implica que los simbolos de Christoffel son simétricos en los dos tltimos indices.

2. No es un Tensor: Aunque los simbolos de Christoffel son fundamentales en la
definicion de la derivada covariante, ellos mismos no transforman como un tensor
bajo un cambio general de coordenadas.

3.2.2. Ejemplo:

Ejemplo 2.2: Simbolos de Christoffel para la métrica esférica

Consideremos la métrica esférica en coordenadas (t,r,0, ¢):

ds* = —c*dt* + dr® + r*d6* + r* sin” 0 dp*
Los simbolos de Christoffel no nulos para esta métrica incluyen:
b = —T Iy =-—r sin2d T?% = %
%, = —sinfcos? re, =1 Iy, = cotd

Estos simbolos se derivan utilizando la férmula de definicién en términos de la
métrica.

3.3. Derivada covariante

3.4. La Derivada Covariante

La derivada covariante es una extension de la nocion de derivada que es compatible
con la estructura geométrica de un espacio curvo. Permite definir como los vectores
y los tensores cambian a lo largo de una curva en un espacio curvo, manteniendo la
invariancia bajo cambios de coordenadas.

3.4.1. Definicién

La derivada covariante de un vector V¥ en la direccién de la coordenada z* se
denota por V,V" y se define como:
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YV, VY =0,V T,V

I

donde 9,V" es la derivada parcial ordinaria y I';, son los simbolos de Christoffel
de segunda especie.
Para un covector V,,, la derivada covariante se expresa como:

ViV, =0V, =T, Va

3.4.2. Propiedades

1. Linealidad: La derivada covariante es lineal en sus argumentos.

V. (aV” + bWY) = aV, V¥ + bV, W

2. Regla del producto: Satisface una regla del producto analoga a la regla del
producto para derivadas ordinarias.

vV,.(V'UY = (V, VU + V(V,U*)
3. 3. Compatibilidad con la métrica: La derivada covariante de la métrica es cero.

V)\guu =0
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